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动机

假设你是胡萝卜种植商，你种植的胡萝卜的数量决定了胡萝卜在商店里

的价格，也决定了你收获胡萝卜时能赚多少钱

 种的太多 → 市场供大于求，利润低

 种的太少 → 不能尽可能利用市场需求，利润低

种植胡萝卜和利润之间的联系是复杂的，我们将它建模为一个随机优化

问题，并尝试处理这个模型中的随机成分(天气、经济气候、运输费用等) 



目标：找到一个极小化期望损失的胡萝卜种植计划 �∗.

 损失可以建模成一个胡萝卜种植计划 � 的随机函数

퐿표�� ~���, �� 可观测

 � 是外部因素构成的随机向量，独立于 �

�~���� 不可观测

 种植胡萝卜问题

min
�∈Θ

���� = �����, ���

 �:  ℝ�× ℝ� → ℝ

 Θ ⊆ ℝ�，决策空间



min
�∈Θ

���� = �����, ���

假设：

1. ���� 强凸，强凸系数为 �> 0. 即，

�1 − �2, ∇����1� − ∇����2�� ≥ ��1 − �2�2
2 

2. 我们有一个随机变量 �~���, ��，满足，

������ = ∇�����

3. � 的二阶矩关于 � 一致有界 ，

∫��2
2푑���, �� ≤ �2    ∀ � ∈ Θ



假设 2 告诉我们必须有一个梯度的无偏估计.

2. 我们有一个随机变量 �~���, ��，满足，

������ = ∇�����

对于大多数的损失函数，比如，平方损失

���, �� =
1
2
���− ��2

2�

令 �= ∇����, �� = �����− ��，那么

������ = ��∇����, ����� = �������− ����� = ∇�����

红色的等号成立需要一些正则性条件，这允许我们将求导和积分交换次

序. (IPA)



 我们想要找到 ���� 的最小值，并且不通过计算定义它的期望

���� = �����, ���

 为什么我们需要这么做？因为，该期望通常没有闭解（解析解）

 相反，我们通过构造一个序列 �����=1
∞  来求解，而这个序列通过依赖

于之前定义的随机变量 �~���, ���
 我们希望能够从 �~���, ��� 中采样，并构造序列来极小化 ����

 因此，问题转化为证明 �� 的相合性，即

∀ � > 0,  ∃ �,  �. � .  ∀ � ≥ �⇒ ℙ���− �∗�2 > �� < �

即，��
�
�∗



定理

令 �� > 0，且满足

 ��=0
∞ �� = ∞

 ��=0
∞ ��

2 < ∞

对于某个初始值 �0，定义序列

��+1 = ��− ����

其中，��~���, ��� 满足假设 2 和 假设 3，而且 ∇����∗� = 0 (求根)，

���� 满足假设 1. 那么，有 ��− �∗�2
�
0



事实 퐿2 收敛可以推出依概率收敛，即，

����− �∗�2
2� → 0 ⇒ ��− �∗�2

�
0



Proof

根据事实，我们只需要证明 퐿2 收敛，定义 �� = ����− �∗�2
2�，即证

�� → 0.
那么，

��+1 = ����+1 − �∗�2
2�

= ������+1 − �∗�2
2�����

= ��∫ ���− �∗� − ����2
2푑���, ���� 

= ��+ ��
2��∫ ��2

2푑���, ���� − 2������− �∗, ∇�������� 

根据假设 2 ������ = ∇�����



Proof

那么，

��+1 = ����+1 − �∗�2
2�

= ��+ ��
2��∫ ��2

2푑���, ���� − 2������− �∗, ∇�������� 

⇒ 

��+1 = �0 + �� =1
� ��

2��∫ ��2
2푑���, �� �� − �� =1

� 2������ − �∗, ∇����� ��� (1)



Proof

那么，

��+1 = �0 + �� =1
� ��

2��∫ ��2
2푑���, �� �� − �� =1

� 2������ − �∗, ∇����� ��� (1)

因为 �∗ ∈argmin
�
����，∇����∗� = 0

���� − �∗, ∇����� ��� = ���� − �∗, ∇����� � − ∇����∗���

≥ ���  根据假设 1

��∫ ��2
2푑���, ���� < �2 根据假设 3

≤ �0 + �2�� =1
� ��

2 − �� =1
� 2������ − �∗, ∇����� ��� 



Proof

(2)+(3)

⇒ 0 ≤ �� =1
� ��� �� ≤ �� =1

� ������ − �∗, ∇����� ��� ≤
1
2
��0 + �2�� =1

� ��
2� (4) 

那么，

��+1 = �0 + �� =1
� ��

2��∫ ��2
2푑���, �� �� − �� =1

� 2������ − �∗, ∇����� ��� (1)

0 < ��+1 ≤ �0 + �2�� =1
� ��

2 − �� =1
� 2������ − �∗, ∇����� ��� (2) 

���� − �∗, ∇����� ��� = ���� − �∗, ∇����� � − ∇����∗��� ≥ ���  (3)



Proof

那么，

0 ≤ �� =1
� ��� �� ≤ �� =1

� ������ − �∗, ∇����� ��� ≤
1
2
��0 + �2�� =1

� ��
2� (4)

令 �→ ∞，并考虑到 ��=0
∞ ��

2 < ∞，

 0 ≤ �� =1
∞ ��� �� ≤ �� =1

∞ ������ − �∗, ∇����� ��� ≤
1
2
��0 + �2�� =1

∞ ��
2� < ∞

⇒ ��=1
∞ ���� < ∞ (5)

�� =1
∞ ������ − �∗, ∇����� ��� < ∞ (6) 



Proof

那么，

��+1 = �0 + �� =1
� ��

2��∫ ��2
2푑���, �� �� − �� =1

� 2������ − �∗, ∇����� ��� (1)

令 �→ ∞，并考虑到

�� =1
∞ ��

2��∫ ��2
2푑���, �� �� ≤ �2�� =1

∞ ��
2 < ∞ 

和 (1) 式、 (6) 式，有 

lim
�→∞

��+1 

 = �0 + �� =1
∞ ��

2��∫ ��2
2푑���, �� �� − �� =1

∞ 2������ − �∗, ∇����� ��� < ∞



Proof

那么，

��=1
∞ ���� < ∞ 和 lim

�→∞
��   < ∞

由于 ��=1
∞ �� = ∞ ，�� > 0，而 ��=1

∞ ���� < ∞，且 �� 的极限存在，故

�� → 0

证毕



补充证明

��=1
∞ �� = ∞ ，�� > 0，而 ��=1

∞ ���� < ∞，且 �� 的极限存在，不妨设为 

�

∀ � > 0 ，∃ �> 0，当 � ≥ � 时，�� > �− �，那么，

��=�
∞ ���� − �� < ��=�

∞ ���� < ��=1
∞ ���� < ∞.

即，

���=�
∞ ��− � ��=�

∞ �� < ∞ 

���=1
∞ �� < ∞ ⇒ � = 0 

由于 � 的任意性以及 ��=1
∞ �� = ∞ ，



拓展

 其实，收敛是以概率一的（Blum）

 收敛速度如下：

 ������� − ���∗�� ∈ ��1/�� 当 � 强凸时

 ������� − ���∗�� ∈ ��1/ �� 当 � 凸但并非强凸时

  
��−�∗

�
 满足渐进正态性（Sacks）

 在只给定凸的条件下，��1/ �� 已经是下确界（Nemirovski et al）
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