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PART 1 图模型导引



1.1  图模型

• 模型：简化、保留本质——拓扑性质

• 拓扑性质：连续变形下保持不变的性质。

连续变形包括伸缩和扭曲，但不允许割断和黏合。

• 图模型：有哪些节点，节点之间是否有边连接。



1.1  图模型

• 图的定义：

• 顶点集合V，边集合E

• 图G=（V，E）

• N=|V|，M=|E|

• 限定讨论范围：

• 无重边：从顶点i到j只允许至多一条边

• 特别问题可以特别处理：“七桥问题”

• 无自环：不允许存在顶点i到自己的边



1.1  图模型

• 七桥问题：

• 穷举…?



1.1  图模型

• 案例1：七桥问题：



1.1  图模型

• 案例1：七桥问题：

• 只有起点和终点可以有奇数条边

• 一条路径只能有至多一个起点、一个终点



• 因此至多2个奇数条边的点，否则无法找到这样一条路径



1.2  图的类型

• 按顶点分类：

• 顶点“全同” 与“非全同”

• 异顶点：二分图

• 按边分类：

• 有权与无权

• 有向与无向

• 按边与顶点相对数目：

• 稠密与稀疏

• 稠密：完全图

• 稀疏：空图、树



1.2  图的类型

• 图类型之间的转化：

• 有些时候却也不那么容易…

• 如：引文网络



1.3  图的表示

• 邻接矩阵：

• 三元组：
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有指向 权值为w 的边
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• 邻接链表：



1.4  引文网络：

• 案例2：引文网络：

• 天然就具有方向性
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• 文献𝑖与𝑗的有多相关？



1.4  引文网络：

• 案例2：引文网络：

• 共引网络
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1.4  引文网络：

• 案例2：引文网络：

• 文献耦合网络
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PART 2 路径与连通性



2.1  路径

• 路径：顶点序列 ，其中每一对相邻顶点有 边。1 2... kP v v v= 1i iv v +→

• 简单路径：顶点序列中各个顶点互不相同的路径。

• 圈（circle）：

• 回路（circuit）：

• 𝑃中𝑘>2

• 𝑃中前𝑘 − 1个顶点互不相同，而 1k kv v− =

• 𝑃中 1k kv v− =



2.2  连通性

• 无向图：每一对顶点之间至少存在一条路径

• 有向图：

• 强连通性：每一对顶点(𝒊, 𝒋)中既有𝒊到𝒋的路径，也有𝒋到𝒊的路径。

• 弱连通性：每一对顶点(𝒊, 𝒋)中，𝒊到𝒋的路径或𝒋到𝒊的路径至少有一条存在



2.2  连通性

• 距离：

• 连通片：

• 不连通图的连通子图

• 且任意不属于该子图的顶点与该子图中的任意顶点都没有路径连通

• 从𝒊到𝒋的最短路径的长度

• 最大连通片：

• 包含顶点数最多的连通片



2.3  连通性判据

• 如何判断𝒊到𝒋是否有距离为2的路径？

1:ik kja a i k j = − −存在 的路径

(2) 2

ijN AA A= =

• 连通性判据一：

( )k k

ijN A=

• 一个网络是连通的，当且仅当：
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2.3  连通性判据

• 不连通网络的邻接矩阵有何特点？

• 称方阵𝑨可约：

• 如果𝑨存在某种行和列的置换： ，使得置换后的矩阵ഥ𝑨满足：

是某个小于𝑵的正整数。
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• 即：



2.3  连通性判据

• 方阵𝑨可约数学定义：

• 若存在顺列矩阵（每行仅一个元素为1，其他元素都为0的正交矩阵）𝑼使得：
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称方阵𝑨可约。
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 • 连通性判据二：

• 一个网络是连通的，当且仅当其邻接矩阵是不可约的。



2.4  连通性的鲁棒性

• 若想使得顶点𝒔和𝒕分属不同连通片，至少需要从图𝑮中去除多少个顶点

（多少条边）？

• 𝑴𝒆𝒏𝒈𝒆𝒓定理：



2.4  连通性的鲁棒性

• 𝑴𝒆𝒏𝒈𝒆𝒓定理：

• 不相邻的顶点：没有直接相连的边

• 独立的路径：不共享顶点

• 不相交的路径：可以共享顶点，但是不共享边



2.4  连通性的鲁棒性

• 𝑴𝒆𝒏𝒈𝒆𝒓定理：

• 点割集：为了使得顶点𝒔和𝒕分属不同连通片，所需要去除点的集合

• 边割集：为了使得顶点𝒔和𝒕分属不同连通片，所需要去除边的集合



PART 3 树与生成树



3.1  树的定义

• 根树：树的层次表示

• 树的定义



3.2  广度优先搜索

• 搜索方式：

• 例：





3.3  生成树

• 生成树定义：

图𝑮(𝑽, 𝑬)的子图，包含𝑮中所有顶点，且是一棵树。

• 生成树数目巨大：

完全图𝑲𝑵的生成树总数：（𝑪𝒂𝒚𝒍𝒂𝒚公式）

2( ) N

NK N −=



3.4  最小生成树

• 有权无向图：生成树的边权值之和不同。

• 最小生成树（𝑴𝑺𝑻）：

当𝑮(𝑽, 𝑬,𝑾)中所有权值都不相等时，必有唯一的最小生成树，否则不一定唯一。

• 定理：



3.4  最小生成树

• 最小生成树的性质：



3.4  最小生成树

• 𝑷𝒓𝒊𝒎算法：𝑶(𝑴+𝑵𝒍𝒐𝒈𝑵)

• 𝑲𝒓𝒖𝒔𝒌𝒂𝒍算法： 𝑶(𝑴𝒍𝒐𝒈𝑵)

• 应用：

• 稠密网络：𝑷𝒓𝒊𝒎算法

• 稀疏网络：𝑲𝒓𝒖𝒔𝒌𝒂𝒍算法



PART 4 二分图与匹配问题



4.1  二分图

• 二分图定义：

• 如果顶点集𝑽可分为互不相交的非空子集𝑿和𝒀，并且边集𝑬中每条边(𝒊, 𝒋)中顶点𝒊和𝒋分

属于不同子集，则称图𝑮为一个二分图。

• 当二分图子集𝑿任一点𝒊和子集𝒀中任一点𝒋之间都有边(𝒊, 𝒋)相连，则称其为完全二分图。



4.2  二分图到单分图的投影

• 二分图对集合𝑿投影得到单分图：

• 包含𝑿中所有顶点

• 在原来的二分图中，如果集合𝑿中顶点𝒊和𝒋都与集合𝒀中顶点𝒌有边相连，则单分图中，

存在边(𝒊, 𝒋)。



4.3  二分图匹配问题

• 匹配：

• 𝑮 = (𝑿, 𝑬, 𝒀)为二分图，𝑭为边集𝑬的一个子集，若𝑭中任意两条边都没有公共端点，则

称𝑭为𝑮的一个匹配。

• 最大匹配：𝑮所有中边数最多的匹配

• 𝑿完全匹配 / 𝒀完全匹配 / 完全匹配：

集合𝑿（或/和集合𝒀）中任一顶点均为匹配𝑭中的端点



4.4  稳定匹配

• 假设𝑿、𝒀中每个顶点都有自己的匹配优先序列：

• 匹配稳定条件：

• 𝑿中任何一个顶点想要更换更优先的匹配对象，𝒀中没有顶点愿意接受

• 𝒀中任何一个顶点想要更换更优先的匹配对象，𝑿中没有顶点愿意接受

• 稳定匹配：

• 满足稳定匹配条件的完全匹配



4.4  稳定匹配

• 稳定匹配的求解：𝑮𝒂𝒍𝒆 − 𝑺𝒉𝒂𝒑𝒍𝒆𝒚算法（以研究生选择导师为例）

1.随机选择一位还没有导师的学生，让该学生按照自己的意愿表依次和最心仪的导师沟通；

2.每位导师在与学生沟通时，如果尚未带学生，则直接接受；

若已经有沟通好的学生，则将两者进行比较，选择更为心仪的学生。若原沟通好的学生未

能胜出，则他重新变为没有导师的状态。

3.重复1、2步骤，直到所有学生都有导师。

• 定理2-4：𝑮 − 𝑺算法在至多𝑵2次迭代后终止，且算法终止时所得到的集合是一个完全匹配。

• 定理2-5：𝑮 − 𝑺算法终止时所得到的集合是一个稳定匹配。



4.4  稳定匹配

• 稳定匹配的公平性：

• 问题1：𝑮 − 𝑺算法中是否越早选上的学生会更有利？

• 问题2： 𝑮 − 𝑺算法是否整体对于学生不利？

• 基本事实：

• 事实1：教师从第一次有学生去找他，就会一直有学生，且他的学生只会越变越好。

• 事实2：学生可能会在有导师和没导师的状态之间交换，且他的导师只会越来越差。



4.4  稳定匹配

• 稳定匹配的公平性：

• 问题1：𝑮 − 𝑺算法中是否越早选上的学生会更有利？

• 问题2： 𝑮 − 𝑺算法是否整体对于学生不利？

回答：𝑮 − 𝑺算法不论按照什么顺序选择学生，每次获得的结果都是一样的。

回答：（定理2-6）𝑮−𝑺算法执行获得的结果总是对学生最理想、对导师最不理想的稳定匹配。



4.5  完全匹配存在条件

• 现实情况下导师与学生可能都会自带一些限制：

• 比如某位导师只想选择某类背景学生；某名学生只想选择某个方向导师。

• 抑制集：

完全匹配还存在吗？

𝑿（或𝒀）中一个顶点集𝑺，将𝑺中所有顶点在𝒀（或𝑿）中的邻居顶点组成的集合记为𝑵(𝑺)，若

𝑺中顶点数目严格大于𝑵(𝑺)中顶点数目，则称𝑺是抑制的。

• 定理2-7（匹配定理）：

一个左右节点数相同的二分图存在完全匹配的充要条件是它不包含抑制集。



THANKS!


