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What we have learned from the last chapter

I 复杂网络的连通性

I 节点的度与稀疏性

I 平均路径长度与直径

I 聚类系数

I 度分布（频率的视角）

I 幂律分布

I 零阶度分布特性：〈k〉 = 2M/N

I 一阶度分布特性：P(k) = n(k)/N，n(k)是网络中度为k的节
点数； 一阶度分布特性包含了平均度的信息：

〈k〉 =
∞∑
k=0

kP(k)
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What we will learn from this chapter

一阶性质并不能唯一地刻画一个网络：

I 刻画二阶分布特性（度相关性）的几种不同的方法
I 一般但复杂的联合概率分布
I 简洁但不宜比较的条件概率和余平均度
I 可以定量刻画相关性但过于粗略的相关系数

I 社团结构
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高阶度分布的引入

具有完全相同的度分布的网络可能具有完全不同的性质或行为，
如图4-1
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联合概率分布1：定义与性质

定义
随机选取一条边的两端点的度分别为j和k的概率（频率），

P(j , k) =
m(j , k)µ(j , k)

2M

其中, m(j , k) 是度为 j 的节点和度为 k 的节点之间的连边数; 如
果 j = k, 那么 µ(j , k) = 2, 否则 µ(j , k) = 1◦

性质

I P(j , k) = P(k , j), ∀j , k
I
∑kmax

j ,k=kmin
P(j , k) = 1

I 余度分布:Pn(k) =
∑kmax

j=kmin
P(j , k)，即 网络中随机选取的一

个节点随机选取的一个邻居节点的度为k的概率。
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Pn(k)与P(k)的关系

一般来说，当网络中存在孤立节点时，两者是不相同的，在这种
情形下，定义 Pn(0) ≡ 0 < P(0)。考虑A-B C的三节点图：
I P(0) = 1

3 ,P(1) = 2
3

I Pn(1) = 2
2 ,Pn(0) ≡ 0

二阶分布特性包含一阶分布特性

Pn(k) =
n(k)× k

2M
=

N × P(k)× k

2M

为了叙述方便，定义一些记号（度分布、余度分布、联合概率）

pk , P(k), qk , Pn(k), ejk , P(j , k)

pk =
〈k〉
k

qk =
〈k〉
k

kmax∑
j=kmin

ejk .
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联合概率分布2：相关性与同配性
“度不相关”的定义

ejk = qjqk , ∀j , k

网络不具有度相关性 or 网络是中性的：网络中随机选择的一条
边的两个端点的度是完全随机的。

度相关网络的分类：正相关与负相关

I 同配 (Assortative)：度大的节点倾向于连接度较大的节点
I 异配 (Disassortative)：度小的节点倾向于连接度小的节点
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同配网络的社会性和异配网络的自然性

现实社会中的同配网络与自然和技术中的异配网络

I 蛋白质交互网络、（真）神经网络、万维网

I 科研人员合作网络、电影演员网络等（人以类聚、职业合
作、不可替代、同一领域、共同兴趣，组织）

在线社交平台对社交网络同配性的影响

从同配到异配：熟人社交->名人社交（关注、点赞等）
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接下来要考虑的几个问题

同配 or 异配的意义
已有研究表明,网络的同配或异配对网络结构和行为如鲁棒性和
传播等可 能有显著的影响。

如何判断是否为度相关

I 度相关的定义

I ？

判断度相关性的类别

判断度相关性的强弱系数（网络之间可比较）
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判断是否存在度相关性：条件概率

网络中随机选取一个度为 k 的节点的一个邻居的度为 j 的概率

Pc(j | k) =
P(j , k)

Pn(k)
=

ejk
qk

根据“中性”的定义，当
ejk
qk

= qj与k无关，即Pc(j | k)与k无关，
网络为中性；如果与k有关，则为度相关。
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判断度相关性的类别：余平均度

某节点i的余平均度〈knn〉i：邻居节点的平均度
假设节点 i 的 ki 个邻居节点的度为 kij , j = 1, 2, . . . , ki ，则该节
点的 余平均度为： 〈knn〉i = 1

ki

∑ki
j=1 kij

〈knn〉v = 4+3+3+1
4 = 11

4
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k-余平均度：度为k的所有节点的余平均度的平均
假设网络中度为 k 的节点为 v1, v2, . . . , vik，k-余平均度为：

〈knn〉 (k) =
1
ik

ik∑
i=1

〈knn〉vi

k-余平均度作为一个期望：与条件概率的关系
条件概率：随机一个度为k 的节点的一个邻居的度为j的概率

〈knn〉 (k) =
kmax∑

k ′=kmin

k ′Pc

(
k ′ | k

)
=

1
qk

kmax∑
=kmin

k ′ek ′k
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判别规则

I 同配：〈knn〉 (k) 是 k 的增函数

I 异配：〈knn〉 (k) 是 k 的减函数

不具有度相关性时的期望余平均度
网络不具有度相关性,那么 〈knn〉 (k) 是一个与 k 无关的常数：

〈knn〉 (k) =
1
qk

kmax∑
=kmin

k ′ek ′k =

∑
j jqjqk

qk
=
∑
j

jqj =
∑
j

j
jpj
〈k〉

=

〈
k2〉
〈k〉

无法判断同配的程度，也无法对不同网络（或同一网络在不同的
时间）进行比较
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来自Facebook的例子：友谊悖论（Friendship paradox）

I 除非你的朋友数目超过700，否则你的朋友的朋友比你的朋
友多

I 对于条件概率分布，当k比较大时，曲线峰值右移，同样说
明同配
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同配系数

度相关系数
在度相关的情况下，有ejk − qjqk 6= 0 for some j and k，于是定义

〈jk〉 − 〈j〉〈k〉 =
∑
j ,k

jk (ejk − qjqk)

作为一个与j和k相关的量，度相关系数大小与网络的规模相关。

同配系数：归一化后的度相关系数

r =
1
σ2
q

∑
j ,k

jk (ejk − qjqk)

其中σ2
q是可能的最大度相关系数，即网络完全同配：ejk = qkδjk

σ2
q =

∑
k k

2q2
k − [

∑
k kqk ]2。 r ∈ [−1, 1] 。如果 r > 0, 那么网络

是同配的。
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同配概念的一般化

度的同配以及社交网络分析中的属性-同质性（homophily）
I 同配：属性相近的节点倾向于互相连接

I 社会网络同质性：选择（人以类聚）V.S. 影响（近朱者赤）
I 时变数据+演化建模：音乐+电影共同品味更容易成为朋友

度同配系数在其他属性上的推广*
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社团结构的描述

图分割与并行计算
n个互相通信的程序在k个处理器上运行， 如何分配这 n 个程 序
到 g 个处理器上, 使得每个处理器负载近似相等,同时处理器之
间连接的边数最少,从而使得各个处理器之间的通信量最小。

社会学中的分层聚类*
分级聚类是寻找社会网络中社团结构的一类传统算法。 它基于
各个节点之 间连接的相似性或者强度,把网络自然地划分为各个
子群。 根据向网络中添加 边还是从网 络中移除边,该类算法又
可以分为两类 : 凝 聚方 法（Agglomerative method) 和分裂方
法( Divisive method)
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衡量社团划分质量：模块度

一个网络相应的零模型（null model）
I 零模型：与该网络具有某些相同性质的随机图

I 零阶零模型：与原网络具有相同边数，且具有均匀度分布

I 一阶零模型：具有相 同度序列的随机图

Q值：所有社团内部的边数的总和

Qreal =
1
2

∑
i

aijδ (Ci ,Cj) Qnull =
1
2

∑
ij

pijδ (Ci ,Cj)

A = (aij) 是实际网络的邻接矩阵，Ci为i节点所属社团，δ为一示
性函数。 pij 是零模型中节点 i 和节点 j 之间的边数的期望值。
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（无向无权网络的）模块度

Q =
Qreal − Qnull

M
=

1
2M

∑
ij

(aij − pij) δ (Ci ,Cj)

考虑一个与原网络具有相同度序列但不具有度相关性的零模
型-配置模型，有pij = kikj/(2M)，

Q =
1

2M

∑
ij

(
aij −

kikj
2M

)
δ (Ci ,Cj) =

1
2M

∑
ij

bijδ (Ci ,Cj)

bij = aij −
kikj
2M

B = (bij)N×N 也称为模块度矩阵( Modularity matrix )。
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基于边数据的模块度的计算
I evw 为社团 v 和社团 w 之间的连边占整个网络边数的比例

evw =
1

2M

∑
ij

aijδ (Ci , v) δ (Cj ,w)

I av 为一端与社团 v 中节点相连的连边的比例（重要！）

av =
1

2M

∑
i

kiδ (Ci , v)

注意到，
δ (Ci ,Cj) =

∑
v

δ (Ci , v) δ (Cj , v)

于是有：

Q =
∑
v

[
evv − a2

v

] (
Q =

Qreal : 社团内部边数− Qnull

M

)
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一些说明

Q =
1

2M

∑
ij

(
aij −

kikj
2M

)∑
v

δ (Ci , v) δ (Cj , v)

=
∑
v

 1
2M

∑
ij

aijδ (Ci , v) δ (Cj , v)−

=
1

2M

∑
i

kiδ (Ci , v)
1

2M

∑
j

kjδ (Cj , v)


=
∑
v

[
evv − a2

v

]
或者，

Q =

nl∑
v=1

[
lv
M
−
(

dv
2M

)2
]

其中 nc 是社团的数量 , lv 是社团 v 内部所包含的边数 , dv 是社
团 v 中所有节点的 度值之和。
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关于模块度

I 把整个网络视为一个社团,对应的模块度为零：Qreal = Qnull

I 每一个节点视为一个社团,模块度为负：Qreal = 0,Qnull 6= 0
I 最优分割：模块度值 Q = Qmax,0 6 Qmax < 1

Qnull 6= 0 =>Q =
Qreal − Qnull

M
< 1

I 一般来说，模块度都在0.3-0.7之间
I 模块度的缺陷： 注意到规模较大的网络所对应的 Qmax 通
常也较大, 因此不能简单通过模块度的 大小来比较不同规模
网络的社团划分的质量。
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加权和有向网络的模块度

加权网络

Qw =
1

2W

∑
ij

(
wij −

si sj
2W

)
δ (Ci ,Cj) =

n∑
c=1

[
Wc

W
−
(

Sc
2W

)2
]

有向网络

Qd =
1
M

∑
ij

(
aij −

kouti k inj
M

)
δ (Ci ,Cj)

加权有向网络

Qwd =
1
W

∑
ij

(
wij −

sout
i s inj
W

)
δ (Ci ,Cj)
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A Naive Greedy Algorithm: Newman (Phys. Rev. E, 2004)

Agglomerative hierarchical clustering methods

Dendrogram

Idea of Newman’s Algorithm
I Initially set every node as a community
I Iteratively join a pair of communities with the biggest ∆Q
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The Newman’s Algorithm
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The Newman’s Algorithm

av =
1

2M

∑
i

kiδ (Ci , v) evw =
1

2M

∑
ij

aijδ (Ci , v) δ (Cj ,w)

Q =
∑
v

[
evv − a2

v

]
I 将网络每个节点看作一个社团，标记为1, 2, 3 · · · ,N
I 初始的网络模块度为0；计算初始社团间和社团特征
（eij , ai ):

eij =

{
1/(2M), 如果节点（社团） i 和 j 之间有边相连
0, 其他

ai =
∑
j

eij = ki/(2M)
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I 如果将社团i和社团j聚合，产生的社团记为j ′：

∆Q =
∑
v 6=i ,j

[
evv − a2

v

]
+
[
ej ′j ′ − a2

j ′
]
−
∑
v

[
evv − a2

v

]
=
[
ej ′j ′ − a2

j ′
]
− eii − ejj + a2

i + a2
j

=eii + ejj + eij + eji + (ai + aj)
2 − eii − ejj + a2

i + a2
j

=2eij − 2aiaj

if社团i和社团j无连接，不考虑聚合这一pair（增量小于0）
I 模块度增量矩阵元素：

∆Q ij =

{
2eij − 2aiaj , 如果节点 i 和 j 相连
0, 其他

I 选取最大增量pair进行聚合；迭代更新（上面数据也需更
新）：

a′j = ai + aj , a′i = 0

Q = Q + ∆Q ij
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Complexity of the Newman’s Algorithm: O((m + n)n)

I m (number of edges) pairs to compare
I Following a join, some eij must be updated: O(n)
I At most n (number of nodes) iterations to stop the algorithm
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CNM（Clauset, Newman, Moore）算法: O(md log n)

提升来自于两方面：

I 寻找最大模块度增量：平衡树存储数据，最大堆寻找最大值

I 更新社团特征数据以及模块度增量：

合并社团i 和 j后，标记为j；并更新模块度增量矩阵 ∆Q ij：

I 删除第i行和第i列的元素,更新第 j 行和第 j 列的元素, 得到

∆Q ′jk =


∆Q ik + ∆Q jk , 社团 k 与社寸 i 和社团 j 都相连
∆Qik − 2ajak , 社团 k与社团i 相连,不与社团 j 相连
∆Qjk − 2aiak , 社团 k与社团j 相连,不与社团 i 相连

在算法整个过程中,模块度 Q 仅有一个最大的峰值。当模块度增
量矩阵中 最大的元素都小于零以后, Q 值就只可能一直下降了。
所以,只要模块度增量矩 阵中最大的元素由正变为负, 就可以停
止合并,并认为此时的结果就是网络的社 团结构。
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来自亚马逊的例子
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层次化社团检测—BGLL算法
基于模块度的加权网络的层次化社团结构分析的聚类算法

阶段1：基层聚类
初始每个节点都是一个独立的社团。对任意相邻节点i和节点j计
算将节点i加入其邻居节点j所在社团C时对应的模块度增量∆Q:

∆Q =

[
Wc + si ,in

2W
−
(
Sc + si
2W

)2
]
−

[
Wc

2W
−
(

Sc
2W

)2

−
( si

2W

)2
]

si ,in是节点i与C内其他节点所有边权和。取最大正增量处聚合。
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阶段2：基层社团的聚类
构造一个新网络，其中的节点是前一阶段划分出的社团,节点之
间连边的权重是两个社团之间所有连边的权重和。然后再利用阶
段1对新网络进行社团划分，得到第二层社团结构。以此类推。
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多片网络社团检测

多片网络（Multislice network）
I Time-dependent network
I Multiplex network：多种连接形式
I Multiscale network：不同尺度社团结构

I 各片之间有先后次序关系的多片网络：美国参议员关系网络

I 各片之间并无先后次序关系的多片网络：基于不同的关系类
型定义而得到的不同的关系网络
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多片加权网络的模块度公式

I wijp：第p片上节点i与节点j之间的连接权重

I cipq：节点i在第p片与第q之间的连接的权重

I 片上强度 sip =
∑

j wijp

I 片间强度 cip =
∑

q cipq

I 总强度 wip = sip + cip
I p 片上所有节点的强度之和：Wp =

∑
sip

I 所有片上的所有节点的总强度之和：2µ =
∑

ip wip

模块度为：

Qmulitilice =
1
2µ

∑
ijpq

[(
wijp − γp

sipsjp
2Wp

)
δpq + cjpqδij

]
δ (Cip,Cjq)

γp 是用来控制各片网络内社团划分规模和数量的分辨率系数。
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空间网络社团检测

现实中的空间聚类

考虑距离的零模型

pij = kikj/(2M) => psaij = NiNj f (dij)

Ni度量节点i的重要性, dij为节点i和节点j之间的物理距离。对于
零模型， 相隔一定距离的节点之间的总的权值应保持不变，

∑
ij |dij=d

pspaij =
∑

ij |dij=d

aij => f (d) =

∑
ij |dij=d aij∑

ij |dij=d NiNj
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模块度的局限性

最大模块度0 6 Qmax < 1社团划分的质量无法保证
I 任意随机产生的一个网络都具有正的 Qmax

I 一种合理方式：把一个网络与该网络的随机化模型做对比
I 随机重连方式生成许多具有相同度序列的随机化网络
I 随机网络的模块度均值和方差,分别记为 〈Q〉NM 和 δNM`
I 统计重要性： zQ = Qmax−〈Q〉NM

δNMQ

分辨率限制
基于模块度优化的算法用于实际网络就很有 可能无法识别出许
多实际存在的小规模的社团。 引入分辨率参数也不work，因为
这个参数未知。
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社团检测算法的评价标准

I 计算复杂性

I 社团划分的performance（无监督问题）

基准图方法：公认图方法
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基准图方法：（生成）预设l-划分模型
I set N = g · l个节点,分为l组,每组包含g个节点

I 随机连接：同组两节点连接概率pin，异组两节点概率pout
I 组内为一ER随机图，度值分布均匀
I 网络平均度：〈k〉 = pin(g − 1) + poutg(l − 1)

I pin − pout > 0 意味着社团结构
I 主要参数：组内平均度+组外平均度

zin = pin(g − 1), zout = poutg(l − 1)

I 缺陷：均匀度分布、三角形等模块较少，不符合实际网络
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元数据方法
关于节点的描述：
I 构造网络的信息：i.e. 如何连接节点
I （部分）节点（共有）的元数据：e.g. 图书分类、标签

基于元数据的社团划分指标

I 社团质量—节点对相似度的富裕度

〈µ(i , j)〉同一社团中所有的i ,j

〈µ(i , j)〉网络中所有节点对i ,j

µ(i , j)是基于元数据的节点i和j之间的相似度

I 重叠质量：节点所属的社团数目和元数据中的重叠信息之间
的交互信息

I 社团覆盖：属于非平凡社团的节点所占的比例

I 重叠覆盖（重叠社团检测）：每个节点所属的非平凡社团的
数的平均值

I 复合性能（Composite performance）：四个指标归一化之和
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派系过滤算法CPM：clique perlocation method
层次结构之外：骑墙节点与社团的重叠

派系过滤算法的notation
I k-派系：包含k个节点的全耦合子图

I k-派系是相邻的：两个k-派系有k − 1个公共节点
I 两个k-派系连通：可以通过若干个相邻的k-派系到达
I k-派系社团：彼此联通的k−派系构成的集合
I k-派系社团的重叠：节点属于多个不相邻的k-浪系
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派系过滤算法step 1：直接搜索网络中的派系

1. 确定可能存在的最大全耦合子图的大小s = kmax + 1
2. 选择某一节点，搜索所有s-全耦合子图

A为包括节点v在内的两两相连的所有节点集合， B为与A中
各节点都相连的节点的集合：
I (1) 初始集合 A = {ν},B = {v 的邻居 };
I (2) 从集合 B 中移动一个节点到集合 A, 同时删除集合 B 中
不再与集合 A 中 所有节点相连的节点 ;

I (3) 如果在集合 A 的大小未达到 s 之前,集合 B 已为空集 ,或
者集合 A 和 B 为 已有的一个较大的派系中的子集,则停止
计算。

I (4) 当集合 A 的大小达到 s,就得到一个新的派系,记录该派
系,然后返回上一步,继续寻找包含 门点 v 的新的派系。

3. 删除上述节点及其边，搜索所有s-全耦合子图，直至完成
4. s=s-1，重复2-3步骤，直到所有派系搜索完成
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派系过滤算法step 2：利用派系寻找k-派系社团

I 构造派系重叠矩阵：
I 每一行（列）对应一个派系，对角线元素代表派系大小
I 非对角线元素代表两个派系的公共节点数目

I 从派系重叠矩阵中得到k-派系社团邻接矩阵：
对角线上小于k而非对角线上小于k − 1的元素置为0,其他元
素设置为1

I 科学家合作网络与移动手机用户网络： 大的社团如果内部
人员动态变化,反而能够使社团维持更长的时间，小社团则
不然。
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连边社团检测算法：重叠性+层次性

从连点社团到连边社团

I 连点社团的缺陷：重叠性使得无法用单个连点树图
（dendrogram）表达网络层次结构

I 连边社团的好处：
I 一条边只能属于一个社团，因此连边树图（dendrogram）可
以表达网络层次结构

I 重叠节点问题fixed
I 通过不同阈值分割dendrogram，可以得到层次化社团结构
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基于边相似度合并的连边社团检测

I 两个边相似的前提：存在公共节点，记边为eik , ejk
I 基于节点对i与j的相似度的边的相似度定义：
共同邻居相对数量：

S (eik , ejk) =
|n+(i) ∩ n+(j)|
|n+(i) ∪ n+(j)|

n+(i) 为节点 i 及其所有邻居节点的集合。
I 分级聚类思想进行边的合并：

1. 计算所有相连的连边对的相似度，降序排序
2. 按排序次序依次合并相应边，表达为dendrogram的形式
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算法结果：社团划分、dendrogram、连边相似度矩阵
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寻找分割树图的最佳分割位置
I 定义目标函数—划分密度D：

I 网络中边树为M，划分为C个社团{P1,P2, . . . ,PC}
I 社团 P, 包含 mc 条连边和 nc 个节点
I 归一化密度：

Dc =
mc − (nc − 1)

nc (nc − 1) /2− (nc − 1)

I 整个网络的划分密度：

D =
1
M

∑
c

mcDc

I 在层次聚类过程中跟踪D，选取使D最大的层次划分
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英语单词关联网络的社团结构
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Thank you!
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